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Введение
Предлагаемая статья является развитием работы [Искаков, 2008], в которой была сформулирована задача, проиллюстрированы принципиальные трудности, возникающие при ее решении, введена система определений равновесия в безопасных стратегиях (РБС), и дано решение задачи для ряда частных случаев. В настоящей работе исследовано решение для достаточно общего и применимого для практических приложений случая непрерывной положительной функции распределения ресурса с несколькими локальными максимумами. 

В статье исследуется игровое взаимодействие игроков, делящих между собой ресурс, распределенный на отрезке. Стратегией игрока является выбор точки на отрезке, а его выигрышем – количество ресурса, расположенное в ближайшей окрестности выбранной точки. Впервые эта задача была поставлена при моделировании политических процессов А. Даунсом в 1957 г. [Алескеров, Ор​тешук, 1995; Downs, 1957]. Такого рода задачи возникают в различных прикладных областях: при исследовании раздела рынка между фирмами, ресурса вкладчиков между банками, электората между партиями во время предвыборных кампаний и т.д. [Алескеров, Ортешук, 1995; Искаков, 2006; Downs, 1957]. Часто такие задачи решаются через конструирование механизмов и правил спра​ведливого дележа и достижения компромисса [Алескеров, Ортешук, 1995; Брамс, Тейлор, 2002]. В предлагаемой статье рассматривается подход к решению проблемы через исследование некооперативной игры с введением теоретической конструкции, отражающей учет игроками возникающих между ними взаимных угроз.
Постановка задачи 

Рассматривается игра, являющаяся вариантом модели Даунса [Алескеров, Ор​тешук, 1995, с. 107–121; Downs, 1957]. На отрезке [a, b] задана непрерывная положительная функция f (x) с конечным числом локальных максимумов. В качестве своего действия игрок k ( N = {1, …, n} выбирает точку на этом отрезке xk ( [a, b]. Выигрыши игроков задаются следующим образом. Обозначим все несовпадающие стратегии, перенумерованные по возрастанию как yj, j ( L = {1, ..., l}, l ( n. При этом каждой стратегии  j могут соответствовать несколько игроков, если они выбрали одинаковое действие. Выигрыш стратегии определяется как 
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(1)
Выигрыш игрока k со стратегией xk = yj, составляет Ck = Ij / lj, где lj –число игроков, выбравших стратегию yj. Таким образом, смысл игры заключается в том, что имеется некоторый ресурс, распределенный на отрезке в соответствии с f (x), каждый игрок выбирает точку на этом отрезке, и его целевой функцией будет то количество ресурса, которое окажется в промежутке точек, ближайших к точке выбора этого игрока.
Данная игра не имеет равновесия по Нэшу даже в простейших случаях, например, при количестве игроков, равном трем и интегрируемой функции f (x) ( 1.

Равновесие в безопасных 
стратегиях: определения
Требуется найти определение равновесия, удовлетворяющее трем условиям: оно должно существовать для поставленной задачи, когда не существует рав​новесия Нэша; оно должно совпадать с равновесием Нэша там, где таковое существует; оно должно соответствовать интуитивным представлениям о рацио​нальном поведении независимых, не договаривающихся между собой игроков. Приведем понятие равновесия [Downs, 1957], позволяющее искать решение поставленной задачи. Пусть задана игра с множеством игроков N = {1, …, n}, множествами действий игроков Xi, i ( N и значениями выигрышей Ki(x), где x = (x1, ..., xn) – профиль стратегий xi ( Xi (игровая ситуация). 
Определение 1. Угрозой игроку i со стороны игрока j называется пара ситуаций {x, (x′j, x–j)}
 такая, что Kj(x′j, x–j) > Kj(x) и Ki(x′j, x–j) < Ki(x). При этом ситуация x называется содержащей угрозу, ситуация (x′j, x–j), так же, как и стратегия x′j, называется угрожающей игроку i со стороны игрока j.
Определение 2. Множеством Wi(x) предпочтительных выборов i-го игрока с учетом угроз относительно ситуации x называется множество его стратегий x′i таких, что для любого игрока j ( i и любой его стратегии x′j выполнено Ki(x′i, x′j, x–ij) ( Ki(x). 

Определение 3. Стратегия xi игрока i называется стратегией безопасной порядка ноль, или простой безопасной стратегией при заданной обстановке x–i, если ситуация x не содержит угроз игроку i. Множество таких стратегий называется множеством простых безопасных стратегий для иг​рока i при окружении x–i и обозначается Zi(0) (x–i). Множеством простых безопасных стратегий для игрока i относительно ситуации x называется множество Zi(0) (x–i) ( Wi(x), которое обозначается как Yi(0) (x).
Определение 4. Стратегия xi игрока i называется стратегией безопасной порядка m при заданной обстановке x–i, если

1) ( j ( i выполняется одно из двух условий:

а)  в ситуации x игрок j не угрожает игроку i;

б) xj ( Yj(mj) (x), mj < m, и любая угрожающая игроку i стратегия x′j ( Yj(mj) (x);
2) ( j, для которого выполняется условие (б) и mj = m – 1.

Множество таких стратегий называется множеством безопасных по​рядка m для игрока i стратегий при заданной обстановке x‑i и обозначается Zi(m) (x–i). Множеством безопасных порядка m стратегий относительно ситуации x называется множество Zi(m) (x‑i) ( Wi(x), которое обозначается как Yi(m) (x).
Определение 5. Ситуация x* называется равновесием в безопасных стратегиях (РБС), если (i ( mi: x*i – безопасная порядка mi стратегия, и x*i ( 
[image: image2.wmf])
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. При этом РБС называется простым, если все составляющие его стратегии имеют порядок безопасности ноль, и сложным с порядками безопасности (m1, m2, …, mn), если среди составляющих его стратегий xi, i ( N, имеющих порядки безопасности mi, найдется хотя бы одна, для которой mi > 0.
Исследование частных случаев
Введем обозначения, разделив выигрыши стратегий и области интегрирования Ij на две части, правую и левую:
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Теперь вернемся к рассмотрению задачи и построению для нее решения в виде РБС. Приведем несколько утверждений, сформулированных и доказанных в работе [Downs, 1957], задающих достаточные условия равновесия в без​опасных стратегиях для ряда важных случаев решаемой задачи.

Рассмотрим случай однопиковой функции. Обозначим через m̃ номер стратегии ym, в окрестности которой 
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 функция f (x) достигает своего максимума, а kmin – номер игрока с минимальным выигрышем, 
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; xkj = yj , стратегия игрока kj , выбравшего стратегию j.

Утверждение 1. Пусть f (x) достигает максимума внутри отрезка в точке xmax, строго возрастает при х < xmax, строго убывает при х > xmax. Тог​да если
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 l = n,
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j

k

x

 = yj, j = 1, …, l,
(k1, …, kl) – перестановка (1, …, n),
то x* = (x1, ..., xn) – РБС.

Утверждение 2. Пусть f (x) достигает максимума внутри отрезка в точке xmax, строго возрастает при х < xmax и строго убывает при х > xmax. Тогда если
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l = n – 1,
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 = yj, j = 1, …, m – 1, m + 1, …, l,
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 = ym,
(k1, …, km–1, k′ m, k′′ m, km+1, …, kl) – перестановка (1, …, n),
то x* = (x1, ..., xn) – РБС.

Рассмотрим случай строго возрастающей f (x). 
Утверждение 3. Пусть f (x) строго возрастает. Тогда если
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 l = n – 1,
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 = yj, j = 1, …, l – 1,
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(k1, …, kl–1, k′ l, k′′ l) – перестановка (1, …, n),
то x* = (x1, ..., xn) – РБС.

Пусть теперь f (x) достигает минимума внутри отрезка в точке xmin, строго убывает при х < xmin, строго возрастает при х > xmin. 

Утверждение 4. Пусть f (x) достигает минимума внутри отрезка в точке xmin, строго убывает при х < xmin и строго возрастает при х > xmin. Тог​да, если
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 l = n – 1,
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 = yj, j = 2, …, l – 1,
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 = yj, j = 2, l,
(k′1, k′′1, k2, …, kl–1, k′l, k′′l) – перестановка (1, …, n),
то x* = (x1, ..., xn) – РБС.

В утверждениях 1–4 для ряда типов функций f (x) (однопиковые, строго монотонные, «лощина») сформулированы достаточные условия того, что игро​вые ситуации являются РБС. Для дальнейшего исследования задачи дележа распределенного на отрезке ресурса необходимо выяснить, всегда ли возможно построение наборов стратегий, удовлетворяющих этим достаточным условиям. Далее из рассмотренных случаев требуется сконструировать решение игры для различных функций f (x).

Существование РБС 
для монотонных функций
Для простоты дальнейших выкладок будем считать, что игроки перенумерованы по возрастанию своих стратегий: xi ≤  xi+1, причем, если xi = xi+1, то 
[image: image27.wmf].
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 При этом выигрыш каждого игрока станет равным сумме интег​ралов по подобластям справа и слева: 
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 Значения введенных интег​ралов являются функциями от стратегий игроков: 
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Условия утверждения 3 задают систему уравнений
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 (3)
Система состоит из n + 1 уравнений c n + 1 неизвестными x1, x2, …, xn, Cmin. Рассмотрим эту же систему, зафиксировав 
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 и сделав переменной 
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 Тогда из первого уравнения можно однозначно определить x1, из второго – x2, …, из (n – 1)-го – xn–1, из n-го – xn, из (n + 1)-го – 
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 Все решения полученной системы будут строго и непрерывно возрастать в зависимости от значения параметра 
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 до бесконечности при бесконечном росте параметра. Из этого следует, что найдется единственное 
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 при котором 
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 и которое задает решение исходной системы.

Существование РБС 
для однопиковых функций 
Для однопиковой функции аналогичным образом выпишем систему уравнений, потом положим искомыми переменными 
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 и исследуем зависимость решения системы от параметра 
[image: image42.wmf],

min

C

¢

 возрастающего от нуля до значений достаточно больших, для получения решения 
[image: image43.wmf].
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  Для условий утверждения 1:
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(4)

Для условий утверждения 2:
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Так как номер игрока m, в области которого находится максимум f (x), заранее не известен, то при исследовании зависимости 
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 необходимо рассматривать не одну систему уравнений, а целый их ряд, с различными значениями m.

При достаточно малых значениях 
[image: image48.wmf],
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 близких к нулю, следует рассматривать систему (3), так как в данном случае отрезок [a, 
[image: image49.wmf]b
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] не содержит в себе максимума f (x) и расположен полностью в области возрастания функции. Величина 
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 здесь непрерывно возрастает при росте 
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 от нуля до величины, соответствующей значению 
[image: image52.wmf].
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В этой точке решение системы (3) непрерывно переходит в решение системы (5) со значением m = n – 1. При этом все уравнения системы (3), не изменяясь, совпадают с уравнениями системы (5). С дальнейшим ростом пара-
метра 
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так же, как до этого, все решения системы x1, x2, …, xn, 
[image: image54.wmf]b
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 изменяются непрерывно и строго возрастают. При этом значение 
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 растет, а 
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 – убывает. Из соображений строгой непрерывности и неограниченности возрастания следует, что при дальнейшем увеличении 
[image: image57.wmf]min
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система достигнет состояния, при котором эти две величины сравняются.

В этом состоянии решение системы (5) непрерывно переходит в решение системы (4) со значением m = n – 1. При дальнейшем росте параметра 
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 получающиеся решения системы (4) x1, x2, …, xm–1 будут непрерывно возрастать так же, как и в предшествовавших случаях. Для выяснения поведения xm–1, xm рассмотрим более подробно два уравнения, определяющие эти два решения:
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2

2

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

m

m

m

m

x

x

f

x

x

f


Эти два уравнения задают границы области Im, точки 
[image: image61.wmf]2
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 и 
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 С ростом 
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 эта область расширяется, т.е. значение первого вы​ражения уменьшается, а второго – растет. Так как точки xm–1 и 
[image: image64.wmf]2
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 движутся навстречу друг другу, расстояние между ними сокращается, как и равное ему расстояние между 
[image: image65.wmf]2
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 и xm. Из этого следует, что при увеличении 
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 значение xm уменьшается, она движется от правого края расширяющейся области Im к левому, навстречу xm–1, до тех пор, пока эти две точки не совпадут. Находящиеся справа от области Im решения системы (4) xi, 
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 возрастают с ростом 
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min

C

¢


В момент совпадения точек xm и xm–1 решение системы (4) непрерывно переходит в решение системы (5), при этом значение m уменьшается на единицу. При дальнейшем росте 
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 решения систем (4) и (5) чередуются и при переходе от (4) к (5) происходит уменьшение номера m. При всех этих переменах значение 
[image: image70.wmf]b
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 продолжает непрерывно расти, а при неограниченном росте 
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 оно рано или поздно достигает уровня 
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 при некотором значении  
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Итак, для случая однопиковой функции f (x), в зависимости от количества игроков, вида f (x) и отрезка [a, b], задача имеет решение либо в виде достаточных условий утверждения 1, либо – утверждения 2.

Существование РБС 
для функций типа «лощина»
Рассмотрим теперь случай, задаваемый утверждением 4. Соответствующая система уравнений:
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(6)

Здесь номер уравнения m таков, что xm < xmin < xm+1. В системе из n + 2 уравнений имеется n + 1 переменная, так что система может оказаться несовместной.

Рассмотрим два уравнения для 
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 При фиксированном 
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C

¢

 из этих двух уравнений однозначно определяются стратегии xm, xm+1, а значит и точка 
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 Положение этой последней точки зависит только от 
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 и вида функции f (x) и не зависит от количества игроков и значений a и b. Назовем данную точку, разделяющую области двух игроков в окрестности точки минимума, точкой упора и обозначим ее как 
[image: image80.wmf]).
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Теперь исследуем случай лощины тем же способом, который использовали для двух других типов f (x): зафиксируем 
[image: image81.wmf],
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 сделаем 
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 переменным параметром и будем изучать зависимость решения 
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 от параметра 
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 Для близких к нулю значений 
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 мы имеем систему уравнений для случая монотонной, строго убывающей функции f (x). Здесь 
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 непрерывно возрастает вместе с 
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 от нуля до величины 
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При дальнейшем увеличении 
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 система уравнений сохраняется, так как игрок n стремится сдвинуться влево от края отрезка 
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 и это его стремление ограничивается условием безопасности 
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 а игрок n – 1 также стремится сдвигаться влево, так как находится в области убывания f (x) с соответствующим условием безопасности стратегии 
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 При этом величина 
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 начинает возрастать, и этот рост продолжается до тех пор, пока не достигнет уровня 
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 Это происходит в тот момент, когда
точка 
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 двигаясь вправо, достигает точки упора: 
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В состоянии системы, когда достигнуто 
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 у одного из игроков 1 или 2, имеющих наименьшие выигрыши 
[image: image99.wmf],

min

C

¢

 появляется возможность скачком сменить стратегию: 
[image: image100.wmf].
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Условия равновесия перед скачком и после него будут следующими, если считать, что нумерация после скачка меняется так, чтобы выполнялось требование xi ≤  xi+1. Условие перед скачком:
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Условие после скачка:


[image: image102.wmf].
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Решая систему уравнений для условий после скачка, получаем величины xn–3, xn–4, …, x3, x2, xn, 
[image: image103.wmf].
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 При этом значение x1 привязано к неподвижному краю отрезка a, а x2, …, xn, 
[image: image104.wmf]b
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 – к точке упора 
[image: image105.wmf]).
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 Получившееся равновесие не описывается ни одним из ранее сформулированных достаточных ус​ловий. Его отличие заключается в том, что между стратегиями первого и второго игроков образовался разрыв, так что нет уравнения, которое связывало бы эти две стратегии.

При дальнейшем увеличении параметра 
[image: image106.wmf]min
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решения получившейся системы уравнений ведут себя так: x1 возрастает, x2, …, xn–2 уменьшаются, xn–1, xn–2, 
[image: image107.wmf]b
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 снова возрастают. Все стратегии, кроме x1, привязаны к точке упора ξ
[image: image108.wmf]min
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 и расходятся от нее с ростом 
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 Это продолжается до тех пор, пока не станет верным условие x1 = x2 .В этот момент стратегии игроков удовлетворяют достаточным условиям утверждения 4 и системе уравнений (6).

При дальнейшем росте 
[image: image110.wmf]min
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 после достижения равенства выигрышей первого и второго игроков (они становятся равны минимальному выигрышу так же, как и у игроков n – 1 и n) игроки с номерами от 1 до n – 2 не имеют возможности изменять свои стратегии. Но при этом сохраняется возможность непрерывного изменения стратегий последних двух игроков, которые должны удовлетворять условиям:
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[image: image112.wmf],
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[image: image113.wmf].
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Первое из этих условий задает стратегию xn–1, вторая – задает однозначную зависимость 
[image: image114.wmf]b
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 от xn , а третье определяет интервал возможных значений xn . Интерпретация этих условий следующая: игроки от 1 до n – 1 сохраняют свои стратегии неизменными, а игрок n при свободном правом конце отрезка 
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 имеет возможность сдвигаться, увеличивая значение 
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 от нуля до 
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 Выигрыш игрока n при этом растет от 
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 до 
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 а сама величина минимального выигрыша не меняется. При достижении условия 
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 у одного из первых двух игроков снова появляется возможность сделать скачок в позицию, занимаемую игроком n. 

Далее опять появляется возможность непрерывного роста 
[image: image121.wmf]min
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 в зависимости от движения правого конца отрезка 
[image: image122.wmf].
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 Рассуждая аналогично, можно получить общую картину дальнейших изменений. При росте величин 
[image: image123.wmf]min
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 и 
[image: image124.wmf]b
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 происходит сближение стратегий двух самых левых игроков. В момент их встречи один из них делает скачок к самому правому игроку. Далее, при неизменном 
[image: image125.wmf]min
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 и растущем 
[image: image126.wmf],
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 самый правый игрок сдвигается вправо, расходясь с предпоследним, а стратегии всех остальных игроков остаются неизменными. В момент достижения условия 
[image: image127.wmf]min
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 следует новый скачок одного из двух самых левых игроков к самому правому.

РБС для общего случая 
функции с несколькими пиками
Применим аналогичные рассуждения к случаю, когда функция распределения ресурса f (x) имеет на отрезке [a, b] несколько локальных максимумов, разделенных локальными минимумами. Будем предполагать, что для каждых двух соседних минимумов sl и sl+1 выполняется условие (означающее, что каждая область от минимума до минимума должна быть достаточно велика, чтобы в ней при дележе ресурса могли поместиться, по крайней мере, два игрока):
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Тогда в окрестности каждой точки локального минимума будет располагаться точка упора 
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Выполнение условия (7) необходимо, так как в противном случае между соседними точками минимумов не поместятся два игрока, необходимые для существования точек упора. Точки упора делят отрезок [a, 
[image: image131.wmf]b
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] на L(
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) + 1 сектор. 

Величина минимального выигрыша 
[image: image133.wmf]min
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 достигается хотя бы на одном секторе, а на остальных может не достигаться. В тех секторах, в которых она достигается, расположение стратегий описывается одной из трех систем уравнений (3), (4) либо (5). В тех секторах, где минимальный выигрыш не достигается, условия для равновесных стратегий будут иными. Для монотонной функции (соответственно для случаев возрастания и убывания) они будут иметь вид
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При этом стратегии двух крайних игроков, на том крае отрезка, где функция достигает максимального значения, не будут совпадать, между ними будет разрыв.

Для случая однопикового сектора будет выполняться одно из двух условий равновесия, одно из которых соответствует случаю, когда в области локального максимума находится единственный игрок, а другое – когда их двое:
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При выполнении первого условия единственный игрок, находящийся в окрестности точки максимума, будет иметь выигрыш больше минимального, чем это распределение отличается от аналогичного в секторе, где 
[image: image138.wmf]min
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достига​ется. При выполнении второго условия точка локального максимума будет находиться на участке одного из двух игроков im – 1 или im , и их стратегии не будут совпадать, между ними будет располагаться разрыв.

Предположим, что значение минимального выигрыша достигается в последнем секторе 
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 и больше не достигается нигде. Тогда при росте 
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 происходит одновременное расширение последнего сектора за счет увеличения 
[image: image141.wmf],
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 а в остальных секторах равновесные стратегии все больше приближаются к равновесиям, описанным в утверждениях 1, 2 и 3, которые имеют место в тех секторах, где минимальный выигрыш достигается.

Для противоположного случая, при котором минимальный выигрыш достигается где-либо, кроме последнего сектора, появляется возможность увеличения 
[image: image142.wmf]b
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 и расширения последнего сектора при неизменном 
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 Это увеличение продолжается до тех пор, пока в этом секторе не достигается максимально возможный выигрыш 
[image: image144.wmf]min
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 и не появляется возможность очередного скачка в этот сектор игрока из той области, где был достигнут минимальный выигрыш.

Заключение
Рассмотрение задачи дележа ресурса демонстрирует плодотворность использования понятия равновесия в безопасных стратегиях, являясь интересным приложением теоретической конструкции, которая позволила значительно продвинуться в данной прикладной области. Исследование проявило красивую качественную картину разделения области расположения ресурса на сектора с до​статочно жесткими границами в окрестности точек локальных минимумов, конкуренция внутри которых происходит относительно независимо. Связь между секторами осуществляется через величину минимального выигрыша среди участников. Получены условия перехода игроков из сектора сектор. 

Также представляет интерес появление в модели элементов динамики, заключающейся в непрерывном изменении функции распределения ресурса. Это непрерывное изменение порождает иногда непрерывное, а иногда и скачкообразное смещение равновесных стратегий.
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� Обозначение (x′j, x–j) = (x1, …, xj–1, x′j, xj+1, …, xn).
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